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Einleitung.

Be1 Schachturnieren ist es iiblich, eine Anordnung der Spieler zu treffen,
die folgenden Forderungen geniigt: jeder Teilnehmer soll an jedem Tage
gegen einen und nur einen andern spielen, und je zwei Teilnehmer sollen
einmal und nur einmal gegen einander spielen. Die fiir diese Verteilung der
Spieler notwendige Turniertabelle wird geliefert durch die Losung folgender
Aufgabe: se1t N = 2n eine gerade Anzahl, so sollen alle aus N Elementen
Ay, Ay« -+, Gy (@ == @g, wenn a == ff) zu bildenden Paare a,a; (¢ <) so in
Abteilungen (Zeilen) zusammengefalit werden, daf} in jeder Zeile jedes Element
@y genau einmal auftritt. (Die Zeilen entsprechen den Spieltagen.)

In fritheren Zeiten wurde die Turniertabelle fiir jede gerade vorliegende
Anzahl von Spielern empirisch gefunden. ,.Die rechtzeitige Eréffnung des
Niirnberger Turniers 1883 schien fast in Frage gestellt, da Schachmeister
Schallopp, der Verfertiger der Paarungstabellen, die in Frage kommenden
Tabellen zu Hause vergessen hatte (W. Ahrens)!). Wenige Jahre nach dem
Niirnberger Turnier wurde diese Frage methodisch in Angriff genommen.
L. Schurig ist, wie Ahrens vermutet, der erste gewesen, der fiir beliebiges
N = 2n Paarungstabellen aufstellte?). Unabhingig von ihm gab die gleiche
Losung des Problems R. Remak?). Kme weitere Losung von Walecki ist
zu erwahnen.

Ist die Teilnehmerzahl N = 2n + 1 (ungrade), so hilft man sich, indem
man zu den N Spielern einen ,,blinden® Spieler hinzunimmt und fiir diese
2n + 2 Spleler die Paarungstabelle aufstellt. Der Blinde spielt an jedem der
2n + 1 Spieltage, und zwar an jedem mit einem andern der 2z -+ 1 Teil-
nehmer. Bestimmt man, daB fiir den mit ihm kombinierten Spieler der Tag
splelfrei ist, so hat jeder Teilnehmer wihrend des ganzen Turniers genau
einen splelirelen Tag. Die Symmetrie der Tabelle in bezug auf die 2n -+ 1
Teilnehmer ist also erreicht,

Das hier beriihrte Problem ist der Verallgemeinerung fahig: man betrachte
Spiele, bel denen nicht, wie beim Schachspiel, zwer Teilnehmer gegen einander

1) Mathematische Unterhaltungen II, Berlin 1918, S. 85.
2) Deutsche Schachzeitung, Bd. 41, 1886 und Bd. 49, 1894.
3) Brief an Ahrens, 1907.
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spielen, sondern bei denen eine Spielmannschaft von 3, 4, ...., k& Personen
gebildet wird (Terzett-, Quartett-, ... ., k-ett-Spiele). Dann kann man sich
die Frage stellen, auf welche Weise man k-ett-Turniere mit N = n - k Teil-
nehmern abhalten soll. Offenbar sind von den méoglichen Forderungen die
beiden folgenden am meisten berechtigt:

(A): jeder Spieler soll mit jedem andern einmal und nur einmal zusammen
spielen oder (B): jede mogliche Kombination von £ Spielern soll einmal und
nur einmal auftreten.

Aullerdem soll an jedem Spieltag jeder Spieler beschéftigt sein (C).

k = 3 verdient als kleinste Zahl, fiir die die Forderungen (A) und (B) nicht
identisch sind, besonderes Interesse. (C) ist hier nur fiir N =0 (mod. 3)
erfiillbar.

Sollen (A) und (C) erfiillt werden, so ist das Problem mit Kirkmans
berithmten Schulmédchenproblem in der verallsemeinerten Form identisch.
(Kine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit ist hier bekanntlich, dafl N

ungrade 1ist.)

Im folgenden soll gezeigt werden, daf} fiir jedes N = 0 (mod. 3) (B) und (C)
erfiillbar sind, d. h. ein Terzett-(z. B. Skat-)Turnier mit N = 3#n Teilnehmern
148t sich so abhalten, daB} jede Kombination von drei Teilnehmern einmal und
nur einmal spielt und daB jeder Teilnehmer an jedem Spieltage einmal und
nur einmal spielt. Wir kénnen diesen Satz in folgender Form aussprechen:

Gegeben sewen N = 3n vonewnander verschiedene Elemente ay, 0y, .., ay.
Betrachtet man die aus drev verschiedenen dieser Elemente gebildeten Tripel
(g Qg @y dann und nur dann als gleich, wenn sie sich nur durch die Reihenfolge
der Hlemente unterscheiden, so lassen sich die voneinander verschiedenen Tripel
so wn Abterlungen zu je n zusammenfassen, daf in jeder Abteslung jedes Element
a, genau ewnmal auftritt.

Eine solche Abteilung wollen wir eine Zeile nennen. Da @, in jeder Zeile
genau einmal auftreten soll, mul} es genau so viel Zeilen geben wie Paare
aus den iibrigen Elementen a,, ..., ¢y, mit denen a; kombiniert werden kann,

d. h. (N‘g‘l).

Im folgenden soll eine solche Verteilung der Tripel auf Zeilen eine V-Ver-
tellung fiir N oder fiir die N Elemente heiflen.

Ist der Satz bewiesen, so macht auch die Frage nach einer Verteilung
von N; =3n—1 bzw. N, = 3n — 2 Spielern so, dal (B) erfiillt 1st, keine
Schwierigkeiten.
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Im ersten Fall bildet man die Tabelle fiir die N; 4+ 1 Spieler
(y, (g, - . . ., Gy, &. An jedem Tage spielt z, und zwar an jedem Tage mit
einem andern der aus den Spielern ¢, as, ..., ¢y zu bildenden Paare
ayap (¢ << B). Diesem Paare gibt man den Tag spielirei, so dafl wihrend des
ganzen Turniers jeder Spieler N; — 1 freie Tage hat.

Im zweiten Fall fiigt man die ,,Blinden” z und y hinzu. An N, Tagen

spielt das Tripel 2ya, (v=1,2,..., N,). An diesem Tag hat jeweils der
N
23
mit einem der Paare a,a3 bzw. a,as (¢ << f, y << 8). Diesen vier Teilnehmern

Qq, Ag, @, und as gibt man den Tag spielfrel, so dall wihrend des ganzen Turniers
jeder Teilnehmer 2N, — 1 freie Tage hat.

Die Frage, ob man vielleicht fiir N, eine Verteilung der Spieler in der Weise
erreichen konnte, dal nicht an gewissen Tagen vier Spieler frei sind, sondern
dall an jedem Tag nur ein Spieler unbeschaftigt i1st, hat weniger Interesse,
zumal da eine leichte Anzahlbetrachtung zeigt, dall dies fiir ungerade N,

Spieler a, spielirel. An den iibrigen ( ) Tagen spielen sowohl z als auch ¢

nicht moglich 1st. Denn die f’?) Tripel aus N, Teilnehmern miillten zu je
b ?T L auf Spieltage verteilt werden, d. h. es wire zu verlangen:
N,—1 (N,
/s

2N, (N, — 2).

I. Kapitel.

Einteilung der Tripel in Klassen. Die Fille vV =3, 9 und 15.

§1. Einteilung der Tripel in Klassen.

Ist die Anzahl N der Elemente = 3, 9 oder 15, so werden wir N aus dem
alleemeinen Bewelse ausschliefen miissen. Deswegen wollen wir den Beweis
fiir diese N dadurch vorwegnehmen, dafl wir fiir sie eine V-Verteilung angeben.
Zu diesem und nur zu dresem Zwecke teilen wir die Tripel auf folgende Weise
in Klassen ein.

1

Aus den (¥) Tripeln von N Elementen greifen wir ein beliebiges a,aza,
heraus und fassen alle @,.,a;3,,0,,, zu einer Klasse zusammen. Hierbel
durchlauft ¢ die Werte 0, 1,..., N—1; alle auftretenden Indizes werden, wie
auch im folgenden, mod. N reduziert.




Ist damit der Vorrat noch nicht erschépft, so greifen wir aus dem Rest ein
zweites Tripel heraus, bilden auf dieselbe Weise die zugehorige Klasse usi.,
bis jedes Tripel in einer Klasse untergebracht ist. Esist klar, dal} zwei Klassen
entweder alle ihre Tripel gemeinsam haben oder keins.

2.

Jede Klasse enthilt N Tripel; diese miissen aber nicht notwendig alle
voneinander verschieden sein. Betrachten wir nun den Fall, dall eine Klasse A
zwei gleiche Tripel enthdlt. Das bedeutet: es existiert eine Zahl » und in K
aibt es zwei Tripel a,ap0, und aq.,08.,0,.,, so dall

ﬂﬂﬂiﬁﬂe? — Qg1 v 08 1y y 1.
Daraus folgt:
«e+p+y=e+ B 4+ y + 3v (mod. N)
3y = 0 (mod. N)
y= 0, n oder 2n (mod. N).

1. v=0: dies fithrt auf die triviale Forderung, dal a.op0, = a.00,
sein soll.

2. y=mn: hier muB entweder f =« -} n oder y = « -+ n seln.

Wegen der Vertauschbarkeit der Elemente eines Tripels kann man ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen: f=« -+ »
Da y==y+nund y=Ef=« -+ n, mub sein: y=p-4=n

Daraus folgt: a=1y | n.

3. v=2n=—mn: f=a«—n oder y= a —n.

Wahlt man hier: y = « — n, so ergeben sich die gleichen Bedingungen wie mn 2.

2. und 3. fithren also auf dieselbe Klasse K, die auch wirklich existiert.
K, besteht aus den n Tripeln:

10 n +1%n 415
Woly +olan +2

Jede andere Klasse besteht aus N = 3n voneinander verschiedenen Tripeln.

3.

Teilt man die Peripherie eines Kreises in N gleiche Teile und ordnet die
Elemente a,, . .., ay unter Erhaltung ihrer Reihenfolge (etwa im positiven
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Drehungssinn) auf den Teilpunkten an, so entspricht jedem Tripel ein System
von drel1 Radien, die zu den entsprechenden Teilpunkten hinfiihren.

Zwel Tripel liegen dann und nur dann in einer Klasse, wenn die entsprechen-
den Radiensysteme durch Drehung ineinander iibergefithrt werden kénnen.
Man erhélt alle Klassen, wenn man alle moglichen Radiensysteme bildet,
fiir die zwischen je zwei Radien eine ganze Anzahl von Teilen der Peri-
pherie liegt und die nicht durch Drehung ineinander iibergefiihrt werden
konnen. Krfiillen zwei Systeme die letzte Bedingung, so wollen wir sie
,,vonelnander verschieden‘‘ nennen.

Nun kénnen wir uns auf die Betrachtung derjenigen Anzahlen von Periphe-
rietellen beschrinken, die von je zwei benachbarten Radien eingeschlossen
werden. Selen dies fiir eine beliebige Klasse die Anzahlen Dy, D,, D, (etwa im
positiven Drehungssinne aufgezahlt), so ist natiirlich D, 4 D, - D, = N.
Die durch dieses Radiensystem definierte Klasse wollen wir (D,, D,, D)
nennen; sie ist offenbar mit (D,, D,, D) und (D, D;, D,) identisch, so daB
also jeder Zerlegung von N in drei positive ganze Summanden eine Klasse
entspricht, aber jeder Klasse mehrere Zerlegungen.

Ziwe1 Zerlegungen von N stellen hochstens dann dieselbe Klasse dar, wenn
die drei Summanden in ihrer Gesamtheit in beiden Fillen dieselben sind.
Dal} gerade Permutationen der Summanden D,, D,, D, auf die gleiche Klasse
fithren, sahen wir bereits; sind mindestens zwei der drei Summanden einander
gleich, so fithrt auch jede ungrade Permutation der D, auf die gleiche An-
ordnung der D, wie eine gewisse gerade und damit auf dieselbe Klasse. Sind
aber alle drei Summanden voneinander verschieden, so sind offenbar die
beiden Radiensysteme der Klassen (Dy, D,, D;) = (D,, Dy, D,) = (D,, D,, D,)
und (D, Dy, D) = (Dy, Dy, D;) = (D3, Dy, D;) durch keine Drehung mit-
einander zur Deckung zu bringen.

War erhalten also alle Klassen (Dy, D,, D,), und zwar jede genau einmal,
wenn wir N auf alle moglichen Arten wn drei positive ganze Summanden Dy, D,
und Dy zerlegen und von allen Zerlequngen, die durch zyklische Vertauschungen

der Summanden aus ewnander hervorgehen, nur je eine bestehen lassen.

§2. Die Fille N=3, 9 und 15.

Der Fall N = 3, fiir den die Tabelle eine einzige Zeile mit einem einzigen
Tripel enthalt, ist trivial.




1.

Fir N =9 treten die folgenden Klassen auf:

K = K, K TR SRR e T
D, 1 L= ey 1 2 Pt 3
D, 1 2- B Bl 4 2 et 3
D, T 6 b3 4 5 s 3

Im folgenden sollen statt der Elemente a, nur die Indizes » geschrieben
werden.

Eine V-Verteilung ist:
(1+¢). Zelle (¢ =0, 1, ..., 8; ¢ ist innerhalb einer Zeile konstant. Die

Indizes sind mod. 9 zu reduzieren):
T+t 841 141 241¢, 3+, 9+ 4 -0, b+, 6-F 0.

Hierbei bilden die Tripel 7 -+ ¢, 8 + ¢, 1 + ¢ genau die Klasse K,, die Tripel
24¢ 3+, 9+ ¢ die Klasse K, und die Tripel 4 + ¢, 541, 6 + ¢ die
Klasse K. Es sind also alle Tripel der Klassen K,, K, und K, auf die 1.—9.
Zelle verteilt worden.

(10 - ¢). Zeile: (K;, K., K,)

24+, 3+, 6+t 7T+t 8+, 441 94+, 1+, 511
(19 +-¢). Zeile: (K, K, K.)

8+ ¢, 1+, 4+ 9+, 241, 64+ o+¢ b+, T+t
28. Zeile: (K,)

L 4°7 25 8 a6 9

2.

Fiir N = 15 treten die folgenden Klassen auf:
K, KK KoK, B Rt K J6 Koo K Kl

IR s e ] 1 11 o IR T (R (e =2
hel PR 311 1100 59 68 F- 2800
Bl o 15" g 4 95 86 7. Il 1025

KoKy, KK, K, K|, K3 KK, K K, K, K, KgK K,

L6

2 A 2 2 3 3 3 3 I 5! 4 4 4 b
9 b 8 6 7 3 4 8 ST 6 4 56 5
4 5 D 76 9 8 4 T 5 6 7 6- 65

D, | 2
D, | 4
D, | 9
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Folgendes ist eine V-Verteilung (statt der Elemente werden wieder nur
thre Indizes geschrieben):
1. Zeile: (K,)
o=l 20712 3813 4914 o 1o

Die nun folgenden Zeilen entsprechen der 1.—27. Zeile der Tabelle fiir
N =9. 4 ¢ hinter jedem Index ist fortgelassen.

2.—16. Zeile:
15 (et (A | e o SR SN 5 8 | - SR 20 ) 1 R Y (K, K, d K; K,)

17.—31. Zeile:
125143 =0A e 0l 1~ 5716 B8 10 (K, K, A, K., K

32.—46. Zeile:
o N O R s B T [ o G G

47.—61. Zeile:
1536 13 16,100 259 [l B4 7- 4812 (K,, K,, Ky, K,,, K;;)

62.—176. Zeile:
0TI I3 "5 648 L[ A£0 121570 1498 (K, K, K K B K,

T77.—91. Zeile:
Se e s a g o e el s - I 18 (I K, Ky K o K

I1. Kapitel.

Der Beweis des Satzes fir N =3, 9 oder 15.

Da fiir N = 3 eine V-Verteilung existiert, diirfen wir die Existenz einer
V-Verteilung fiir jedes M = 3m << N voraussetzen, wenn wir 1thre HExistenz
fiir N = 3n beweisen wollen.

Die Zeilen einer V-Verteilung fiir N wollen wir im (egensatz zu den Zeilen
der Verteilungen fiir M << N ,,grole” Zeilen*) nennen.

§1. Einteilung der Tripel in Typen.
Wir teilen die N = 3n Elemente in drei Gruppen ein:

s S Rt
b]_: bZJ ''''' 2 mn o
clj CEJ ------ 3 'ﬂi-

N—1

4) Jede von ihnen entspricht einem der ( > ) Spieltage.
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Dann unterscheiden wir fiinf verschiedene Typen von Tripeln:

(12): @b, , (e & %% p, A p)
(1b): a.b.c; (bzw. abic, und a;b.c.) (2 3 A)
(1c): a,b.c. _

(2):  a.ab, (bzw. a.a;c., b.bia., .., c.cib,) (3 < A, u beliebig)
(3): a.a;¢, (bzw. b0, und c.c;c,) (x << A < u).

Betrachten wir nun die Tripel vom Typ (1a). Offenbar kann man fiir

feste %, 4, p alle a,,,0;,,¢,,, (¢=0,1,..., n—1; die Indizes sind hier
und im folgenden iiberall mod. » zu reduzieren) zu einer groflen Zeile zu-
sammenfassen. Fiir diese sind die Differenzen A —x= d;, u— A== 0,,

% — = 05 charakteristisch. Alle drei d, sind inkongruent 0 (mod. n), aber
Oy + 0y + 03=0 (mod. n). Bilden wir die Zeile wirklich, so heilie sie
Z (81, 8,5, 85); die Gesamtheit ihrer Tripel nennen wir (d;, dy, 03).

Sollen (8, 85, 05) und (0, 0,, 0.) einander gleich sein, so mul} offenbar
6, =90, 6,= 0, und d,= 0, sein. Wir erhalten also alle zuldssigen ver-
schiedenen Systeme (J;, 85, J3), indem wir ¢; und J, einzeln zwischen 1 und
n — 1 variieren, doch so, daB stets §; + 6, == 0 (mod. n). Demnach 1st die
Anzahl der verschiedenen (d;, 05, 03) gleich (n — 1) (n — 2).

§ 2. Die Verteilung der Tripel (1b), (1c) und (3).

1.
n= 0 (mod. 3):

Da n < 3n ist, konnen wir eine V-Verteilung fiir » bilden, deren Zeilen alle
Tripel @,0:0, (# < A < p) enthalten. Die entsprechenden Zeilen bilden wir
aus den b, und aus den ¢,. Zu einer groflen Zeile fassen wir je drer dieser
Zeilen zusammen: eine aus den a,, eine aus den b, und eine aus den c,.
Damit sind alle Tripel vom Typ (3) verteilt.

Aus den Tripeln (lc) bilden wir eine weitere Zeile.

Vom Typ (1b) fassen wir alle @,b.c. ., mit festem « (x =1, 2, ..., n) zu
einer Zeile zusammen. ¢« nimmt nacheinander die Werte 1, 2, ..., n —1 an.
Dann sind alle a.b,c; (> &= A) untergebracht. Ebenso verfihrt man mit den
@b, aC, und mit den @, b.c.,. Damit ist (1b) erledigt.
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= — 1 (mod. 3):
Es ist n + 1 < 3n fiir alle positiven ganzen n.

Wir fithren ein Hilfselement # ein und bilden eine V-Verteilung fiir die
n + 1 Elemente a,, @, .. ., ¢,, # und die gleiche fiir die b, und z sowie fiir
die ¢, und z. Dann fassen wir (um zunichst die Tripel (3) zu verteilen) je
drei entsprechende Zeilen dieser Verteilungen zusammen. Hierbel sind die
mit 2 kombinierten Elemente a,, @;; b, b;; ¢, ¢; librig, wobel jedes Wertepaar
(%, A) mit 1 < » <A = n genau einmal auftritt.

Um diese (nach Weglassung der drei das Element @ enthaltenden Tripel)
aus den Tripeln (3) gebildeten Reihen zu groBen Zeilen zu vervollstindigen,
fiigen wir immer zu derjenigen, in der a,, a;, by, by, ¢, ¢; fehlen, noch die
Tripel a,b,c; und a;b;c, hinzu. Nun ist (3) erledigt; vom Typ (1b) sind noch
die a,b;c, und die a;b.c, (x == A) ibrig. Diese verteilen wir wie in 1. auf groBe
Zeilen. Ebenfalls wie in 1. bilden wir die Zeile aus den Tripeln (1e¢).

3.
n= 1 (mod. 3):

Es 1st n 4+ 2 < 3n fir N > 3.

Wir fiithren hier zwei Hilfselemente x und y ein und bilden eine V-Ver-
teilung fiir die n + 2 Elemente a,, @y, . . ., @y, 2, y. In n Zeilen dieser Ver-
teilung tritt das Tripel zya, (v =1, 2, . ., ») auf, in den (3) iibrigen Zeilen
tritt ein Tripel wa,as und ein Tripel ya,a; auf. Hierbei durchléuft sowohl
das Paar («, ) als auch das Paar (y, d) alle Paare (%, 1), wo » < 4 1st. Nun
fassen wir (um zuniichst die Tripel (3) zu verteilen) wieder die Zeilen dieser
Verteilung fiir die a,,  und y mit den entsprechenden der gleichen Verteilung
fiir die b,,  und y sowie fiir die ¢,, * und ¥ zusammen.

Die Zeile mit zya, (bzw. zyb,, xyc,) liefert eine grolle Zeile, in der noch
a,, b, und ¢, fehlen. Hier ersetzen wir diese dre1 Tripel, in denen z und y aut-
treten, durch das Tripel a,b,c,. Damit ist (1¢) verteilt.

Die Zeile, in der za,as und ya,as (bzw. xb,bs und yb,bs, xc.cs und ye, cs)
auftreten, liefert (nach Weglassen dieser mit = bzw. y behafteten Tripel)
eine groBe Zeile, in der noch die 12 Elemente a,, a3, @y, ts, bq, bg, b,, bs, Cq, Cs,
¢,, ¢s fehlen. Hier fiigen wir die vier Tripel a,b4Cs, agbsCa, absc, und asb,cs
hinzu. Da («, p) und (y, 6) alle Paare (%, 2) mit » << A durchlaufen, sind nun
alle a,b,c; und a.bic, erledigt, wo » == 4 ist. Vom Typ (1b) bleiben noch die
ab.c, (2 == A), die man wie in 1. verteilt.
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Wire im Fall 1 der Typ (3) leer, so miiite n = 0 sein; das ist ausgeschlossen.
Ist in 2. der Typ (3) leer (was nur fiir n=2 moglich ist), so erledigen wir (1b)
_ und (1c) unabhéngig von (3) wie in 1. Im Fall 3 verlangt die Methode, daB3
n -+ 2 = 6. AuszuschlieBen ist also nur der triviale Fall » = 1.

§3. Die Verteilung der Tripel (1a) und (2).

Wir werden nun die Losung des Turnierproblems fiir das Schachspiel,
d. h. die Verteilung der Paare von Elementen auf Zeilen, benutzen. Diese
Zeilen wollen wir Paarzeilen nennen. Der Vollstindigkeit wegen sei eine
solche Verteilung angegeben®). Die Anzahl der Elemente sei 2m, algso die

Anzahl der Paarzeilen 2m — 1. Statt der Elemente a, schreiben wir nur
1thre Indizes ».

1. Zeile: 2m 1 2 2m — 1 3 2m—2 m m —+ 1

2. Zeile: 2m 2 3 1 4 2m — 1 ceve m+1 m-+2
2m — 2. Zelle: 2m 2m —2 2m—1 2m —3 1 2m —4 cive Mm—2 m—1
2m — 1. Zeile: 2m 2m — 1 1 2m — 2 2 2m —3 cee.. m—1  m

1 &
7= 0 (mod. 2):
Von n Elementen a4, as, ..., @, (bzw. by, by, . ..., b,; ¢, Cs, . ., C;) gibt es
n— 1 Paarzeilen 4,, .., 4, (bzw. B;, .. .; 0}, . ..). In jeder Paarzeile 4,
( '

(bzw. B,,; C,) treten - Paare P L S pf;_f} (b g 2y iy B2 i)

2
auf. Die Numerierung der Paare innerhalb der Paarzeilen ist beliebig. Jede

Paarzeile 4, enthilt jedes Element @, (v =1, 2, . ..., #n) und das System
aller A, enthélt jedes Paar a,05 (¢ << B) genau einmal. Entsprechendes gilt
fiir die B, und fiir die C,,.

Zunichst verteilen wir vom Typ (2) die Tripel a.a;¢, und b.b;¢, (% < 4,
w beliebig). Hierzu fassen wir die Paarzeilen 4, und B, in n — 1 Paare

AB;, AsB,, ..., A, 1B,_; zusammen. Nun wird jedes p\” und jedes ¢\

(et —=101,2, . us -;—?1; w=1,2 ...,n—1)mit jeememec, (=12, ..., n)
innerhalb einer groBen Zeile zu verbinden sein. Dies geschieht nach folgendem

Schema R:

5) s. auch Ahrens, a.a.O. S. 86.




13

(0) (@)

() (@) () (@) (w)
1 T"z oo Py 91 g Qn gﬂ
2 ERTT
I) €~ G e 0 G'”|— O, -+ O Cn
% e
2) s - C ) e, ey R Cy
. §+ 1 E—I_ 2 :é--f- 3
n) o Gl = G,y Gy, G G
= —1 = —+1
2 2 2

Hierin steht in der Spalte unter jedem '’ und ¢\’ das Element ¢,, mit
dem es verbunden wird ; jede Reihe von R liefert eine grofe Zeile. Die y. Reihe
liefert die Zeile: |

I‘:'(m)‘jx p{w}ﬂx R p{;ui.}ﬂx g A e g1m] Cop B - 95?) Cprm—1
2 2 z 2
Offenbar ist durch R jedes p'2) sowie jedes ¢ (u‘ =1 2 % g) mit
jedem ¢, verbunden worden (v =1, 2, ..., n).

Wir setzen nun in R nacheinander fiir @ die Indizes 1, 2, ... n—1 ein.
Damit sind alle a,a;c, und b.bsc, (¢ << A, u beliebig) auf grole Zeilen verteilt
worden.

Ersetzen wir in R jedes p'*) durch ¢!, jedes ¢¢” durch 7% und jedes ¢,
durch a@,, so entsteht das Schema R, durﬂh welches wir die Vertellung aller
b.bia, und ¢.ca, auf gmﬁe Zellen gewinnen Die Verteilung der c.c;b, und
der @,a;b, erhalten wir analog, indem wir in R jedes p\y” durch #”, jedes
¢ durch p') und jedes ¢, durch b, ersetzen. Damit sind alle Tripel vom

Typ (2) verteilt.

Aus den Tripeln vom Typ (1a) bilden wir (nach der in Kapitel II, § 1 ein-
gefithrten Schreibweise) alle Z (0;, 0,5, 03). -

2
n= 1 (mod. 2):
Wir operieren wieder mit einem Hilfselement . Aus den n 41 = 2k 4 2
Elementen a,, . ., @y;,.,,  bilden wir alle 2k | 1 Paarzeilen, analog aus den b,

und z sowie aus den ¢, und z9%). Jede Paarzeile soll durch das in ihr mit =

6) Hierbei benutzen wir in allen drei Fallen dieselbe ,,Schachturniertabelle.
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gepaarte Element charakterisiert werden. Im Gegensatz zu 1. ist also die
Numerierung der Paarzeilen nicht beliebig, sondern 4, enthalt nun bel uns
firw=1,2,..., n das Paar ¢,z (B, enthalt bz, C, enthilt c,x). Lassen
wir nun immer das Paar a,z (b 7, ¢,z) ausfallen, so fehlt jedem 4, (B, C,)
gerade das Element a, (b,, ¢,); die iibrigen Elemente a, (b,, ¢,) (v & ) sind
in 4, (B,, C,) zu k Paaren zusammengefalt. Das System aller 4, (B, C,)
enthilt jedes Paar ‘a.a5 (bubs, cucs) mit a < genau einmal. Die Paare
jeder Paarzeile werden wieder beliebig numeriert: A4, enthdlt die Paare
P, ..., 1), B, die Paare ¢¢, ..., ¢ und C, die Paare 7{’, ..., 7¢.

Nun wollen wir wieder zunichst die Tripel @,a;¢, und b,b;c, (x < 4, u be-
liehig) verteilen. Dazu benutzen wir folgende Schemata S,
(o =1, ..., 2k 4+ 1); zunichst

S5
nicht
(1 (1) (1 2k+1) (2k+1) (2k+1 .
ps) U s el et g ... ¢ verwendet:
1) C3 Cq vovs Cpyg | Op4s Cpya  ---- G Ca
2) Cq s cree Opag | Cp4a Cpys  ---- O C3
2k — 2) Cox Cok+1 ---- Cr—2 | k1 G »eve Copg | Cop—
nicht
(1 (1 a (2k) 2k)- (2k) .
P e e MBS verwendet:
2k — 1) \ Cor+1 1 SCERRR ‘ Ck+1  Ogp+2 - O Cr
nicht
A 1 1 2 (2) (2 :
pi D ) g8 g . ¢ verwendet:
2k) a Co e e O Criz Ok+3 -+ Cokv1 | Crna
2k + 1) Ca C3 voer Opug | Cx43 Cxa -0 G Cr+2

Jede Reihe ) (y =1, 2, ..., 2k + 1) liefert eine groBe Zeile, nur fehlt in
jeder von ihnen noch ein Tripel: es sind der Reihe nach die Tripel:

aibzkﬂﬂz: ¥100511C3, - - - 0o, 11Con 15
albzkﬂ:r.ﬁ
albzck +1? a‘lbzck +2

Alle diese Tripel gehoren fiir £ > 1 zu (2). Wir fiigen zu jeder Reihe y)
das fehlende Tripel hinzu und erhalten auf diese Weise 2k +- 1 grolie Zeilen.
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Die iibrigen Schemata S, (6 =2, 3, . . ., 2k + 1) erhalten wir, indem wir in
S; jedes ¢, durch ¢, ,_;, jedes p'V durch ©) und jedes ¢'*’ durch ¢!“+e1 er-
setzei. Die Rethen von §, 2=p = 27:: -+ 1) ergeben analog, durch die
passenden Tripel erginzt, grofle Zeilen.

In der linken Hilfte von S, tritt jedes ¢, einmal zu p{" (erste Spalte), einmal
zu p) (zweite Spalte), . ..., einmal zu p{ (k. Spalte). Es sind also alle
Paare p' durch S; mit allen ¢, verbunden worden. Ebenso werden durch die
linken Hiilften von S,, S,, . ., Sepiq alle 2, 92 ., | p@*T1 mit allen ¢, ver-
bunden. Es sind also alle a.a;c, (% << A, u beliebig) auf grofle Zeilen verteilt

worden.

Nun baben wir zu zeigen, dafl auch alle b,b;c, untergebracht sind: daB
also alle Paare ¢ mit allen ¢, verbunden worden sind. Da durch die Auf-
stellung der Tabellen S,, ..., S;;., alle Indizes gleichberechtigt sind, geniigt
es, dies fiir ein beliebiges w, etwa w = 2k + 1, zu beweisen.

¢2**D tritt in folgenden Reihen der S, auf (=1, 2, ..., &):
1), 2), ...., 2k—2) von S,
2k —1) von S,,
2k) und 2k -+ 1) von S, .
In den genannten Reihen von S, wird ¢*** mit ¢35, Ciigs -+ -5 Cp_y, I der

von S, mit ¢, ., und in den beiden von S,, mit ¢, und ¢,,; verbunden, also
mit jedem ¢, genau einmal. Ebenso geht es den iibrigen ¢2#*0 (2 < 7 < k).
Denn die 7. Spalte der rechten Halfte jeder Tabelle S, enthilt in jeder Reihe
das Hlement ¢,.._;, wenn die erste Spalte dieser rechten Hilfte ¢, enthilt.
Die 7. Elemente der rechten Hilfte von 1), 2), .. ., 2k—2) aus S;, von 2k — 1)
aus S, und von 2k) und 2% -+ 1) aus S,, durchlaufen also ebenfalls alle ¢,

(w=1,2, ... n).

Jedes ¢{2*11) ist also mit jedem ¢, verbunden worden, also auch jedes ¢'?”’
(w=1, 2, .., 2k). Damit sind alle b,b,c, untergebracht.

Ersetzen wir in den S, jedes p) durch ¢'*), jedes ¢! durch p{” und
jedes ¢, durch a,, so leisten die auf diese Weise entstehenden Schemata
S1s Sgs « ooy Sgpq die Verteilung aller b.b;a, und c.cia,. Ersetzen wir in
den S, jedes p!*) durch #*?, jedes ¢*) durch p%” und jedes ¢, durch b,, so
entstehen die Schemata S’ ,» mit deren Hjlfe wir die c.c:b, und a,a;6, ver-
teilen.

Damit sind alle Tripel vom Typ (2) verteilt.
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Zu jeder Reihe der Schemata S wurde ein Tripel a.bsc, vom Typ (la)
(wenn k > 2) hinzugefiigt, um sie zu einer grofen Zeile zu vervollstédndigen.
Es ist zunichst zu zeigen, daBl diese Tripel fiir alle Reihen aller Schemata
S, S, und S, veneinander verschieden sind. Wir wollen die hinzugefiigten
Tripel Zusatztripel nennen.

Eine beliebige, aber feste Reihe %) braucht in allen Tabellen S;, S,, . . ., Sar44
die Zusatztripel a.b;c, mit festem A — %, u— A und % —p, d. h. genau
ein bestimmtes System (d;, 05, 05). Das gleiche gilt natiirlich fiir die Schemata
8., 8, .. .., Sypp, und fiir die 87, S7, . . ., 853, Wir haben also nur zu zeigen,
daB die verwendeten Systeme (0, 0y, 03) von Zusatztripeln in allen S, , S,
und S, voneinander verschieden sind.

Die Schemata S, brauchen folgende Systeme (J;, 0y, 9;5) (angeordnet im
Schema S)7):

S:
Reihe 1) 2) 3) ....2k—2) 2k—1) 2k) 2k-1)
04 2k 2k W 2k 2k —1 1 1
0y 2 ; 4 ... 2k—1 k-1 k—1 k
O3 2k 2k—1 2k—2... 3 E4+2 k41 k

Ebenso stellen wir die Tabellen S" und S der von den S, (bzw. S,) ver-
brauchten Systeme (d;, 05, 05) auf:

Sa
Reihe 1) 2) W 29 26—1) %K) 2kt 1D)
S =k ok Ok D = e e
By 2k 2 Tl s Dk 2% — 1 1 1
3 2 3 { A R e e
S
Reihe 1) %) Y = =9 2k—1) 9k “opaf1)
5y 2 3 T oy e e e M A
[0 2k 2%k —1 2k8—2... 3 k42 k41 k
0a 2k 2k NI mes 2k 2k —1 1 1

7) Der Index &,, der ja wegen 0, +9,+0d,= 0 durch 6, und 0, mitbestimmt ist,
wird nur zur besseren Ubersicht mitgefiihrt.
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Von den Systemen (d;, d5, J3) aus S konnen keine zwel einander gleich
sein. Denn die erste Reihe (die der d;) lehrt, dall keins der 2k — 2 ersten
Systeme (d;, d5, 0,) einem der drei letzten gleich sein kann. Aus der §,-Reihe
ersiecht man, dall die 2k — 2 ersten (Jd;, J,, J5) untereinander verschieden
sind, ebenso die drei letzten. Analog erkennen wir, dafl auch je zwei (8;, 0y, 05)
aus S und je zwel aus S voneinander verschieden sind.

Um zu zeigen, daBl auch je zwei verschiedene der drei Tabellen S, S und S”
keine gemeinsamen Systeme (dy, 05, 05) haben, geniigt es, dies fiir -die beiden
Tabellen S und §" zu beweisen. Ein Vergleich der d,-Zeilen von S und von &
zeigh, daf fiir £ > 2 kein d-System von S einem von S’ gleich sein kann, mit
Ausnahme des (2k—2). von S und des (2k—1). von S'. Aber auch diese
sind fiir £ > 2 voneinander verschieden, was ein Vergleich der beiden 6,-

Werte lehrt.

Damit haben wir gezeigt, dal fiir k£ > 2 alle verwendeten -Systeme (0, 05, ;)
von Zusatztripeln voneinander verschieden sind, d. h. dafl die Verwendung
der Schemata S,, S, und S, fiir die Unterbringung der Tripel (2) zu-
lassig ist.

Gibt es noch Systeme (d;, d5, d5) von Tripeln (1a), die hierber nicht ver-
wendet wurden, so bilden wir aus ihnen die zugehorigen Z (0;, 0, 05). Damit
sind auch die Tripel (1a) restlos verteilt.

Die Ausnahmen £ = 0, 1 und 2 ergeben grade die Félle N = 3, 9 und 15.
DaB wir diese Ausnahmen machen miissen, liegt nicht an der speziellen
Wabhl der Elemente und Paare von Elementeninden S, , S, und S, und kann
sich keinesfalls durch Verwendung anderer Tabellen S eriibrigen. Eine
leichte Betrachtung zeigt namlich, daf es fiir zu kleine £ nicht geniigend Tri-
pel (1a) gibt, um die Reihen der 8% zu groBen Zeilen zu vervollstindigen.
Es gibt (n — 1) (n — 2) Systeme (J;, dy, 05) fiir 2k ++ 1 = n, wihrend die
Schemata S 3n Systeme verlangen. Das erste ganzzahlige £, fiir das die
notige Bedingung 3n =< (n — 1) (n — 2) erfilllt ist, 1st aber £ = 3.

Die vorstehende Betrachtung liefert nicht nur den Beweis dafiir, dal} es
moglich ist, die verlangten Turniertabellen aufzustellen, sondern zugleich
ein (wenn auch vielleicht mithsames) Verfahren dafiir be1r jedem gegebenem V.
Denn das einzige notige Hilfsmittel Hir die Aufstellung der Skatturnier-
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tabelle fir N = 3n ist neben der stets angebbaren Schachturniertabelle

fiir 2. } %) eine Skatturmertabelle fiir N; = 3my, wobel n; = {%} Die letztere

| 2
wird analog hergestellt aus einer Tabelle fiix Ny = 3n, mit ny, = {%—} usf.

Die Folge von immer kleiner werdenden positiven ganzen Zahlen ny, 7y, . . . .
hat nur endlich viel Glieder (ihr letztes ist 1). Damit ist die Verwendbarkeit

dieser Methode fiir die Aufstellung der Turniertabellen erwiesen,

8) Unter {m} verstehen wir die kleinste ganze Zahl = m.
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Am 16. Ma1 1913 wurde ich, Rose Pauline Peltesohn, als Tochter des
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Am b. Miarz 1931 bestand ich die Reifepriifung an der II. Stadtischen
Studienanstalt in Berlin. Im Frithjahr 1931 lieB ich mich an der Universitat
Berlin immatrikulieren, um Mathematik und Physik zu studieren.

Ich horte die Vorlesungen und nahm teil an den Ubungen bei folgenden
Herren Professoren und Dozenten: Baumgardt, Bieberbach, Brauer,
Diem, Feigl, Max Friedlaender, Gehrcke, Hammerstein, Hett-
ner, Hochstetter, Kohler, Kohlschiitter, v. Mises, Nernst, Orth-
mann, Erhard Schmidt, Schur, Spranger, Wehnelt und bei Frau
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Herrn Professor Schmidt, mochte ich an dieser Stelle meinen herzlichen
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